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摘要：针对一类存在外部扰动的多项式系统，研究了基于动态观测器的非线性Ｈ∞控制设计问题．根据该类系统的结构
特征，对线性时不变系统中动态观测器形式进行推广，构造出相应的非线性降维动态观测器．借鉴变量替换法研究思路，
采用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性结合多项式平方和（ＳＯＳ）凸优化理论，推导出该非线性Ｈ∞控制问题的可解性条件和控制器构造
方法．以质量弹簧阻尼系统为数值仿真实例，验证了所得结论的可行性和有效性．
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　　在控制设计研究中，采用状态反馈的前提条件是被
控对象的状态都可获知．然而，在许多实际工程系统中，
一些状态往往不能直接测量，或因技术成本太高而无法
进行测量．针对此种情况，可采用基于观测器的状态反馈
控制方式，即通过系统输出信号来对这些不可测状态进
行估计，以实现特定的控制目标．迄今，基于观测器的控制
方法已受到广泛的关注，并取得了大量的研究成果［１－８］．
对线性时不变系统，Ｐａｒｋ等［１］设计了一种新型的
线性动态观测器．该观测器的增益存在动态特性，可视
为经典Ｌｕｅｎｂｅｒｇｅｒ观测器［２］在结构上的扩展，也可认
为是动态输出反馈控制机制的一种对偶形式［３］．与经
典的Ｌｕｅｎｂｅｒｇｅｒ观测器相比，动态观测器的最大优势
在于可提供更多控制设计自由度．目前，动态观测器已
被应用于各类控制问题研究，如传感器故障诊断的
Ｈ ∞控制［４］、Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ非线性系统的Ｈ ∞控制［５］、不确
定Ｔ－Ｓ模糊系统的鲁棒Ｈ ∞控制［６］和线性广义系统的
Ｈ ∞控制［７］等．然而，这些现有成果大多采用线性控制．
由于非线性系统固有的复杂性，且缺乏一般的非线性
求解方法和工具，动态观测器在非线性控制领域还未
能得到实质性的推广应用．
近来快速发展的多项式平方和（ｓｕｍ　ｏｆ　ｓｑｕａｒｅｓ，
ＳＯＳ）理论有力地促进了非线性系统研究，特别是在基于
ＳＯＳ的非线性状态反馈控制问题上取得了重大突破［８－１０］．
ＳＯＳ可为多项式非负性判断提供有效的凸松弛算法［１１］．
在其框架下，一方面，许多成熟的线性控制理论可推广应
用于多项式非线性系统［９］；另一方面，各种带多项式约束
的非线性控制问题都可转化为ＳＯＳ凸规划问题．
本文中针对一类特定的多项式非线性系统，采用
ＳＯＳ研究基于动态观测器的非线性Ｈ ∞控制问题．根
据线性动态观测器形式和系统结构特征，构造出相应
的非线性降维动态观测器；观测器的非线性 Ｈ ∞控制
问题被转换为ＳＯＳ凸优化问题，从而有效地避免了构
造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和数值仿真的困难；所得非线性观
测器和控制器仅是关于系统状态的多项式或有理式
函数，从工程实现的角度来看，与传统线性观测器和
控制器相比，实现这种非线性观测器和控制器所增加
的复杂性很有限．
文中符号规定说明如下：Ｒｎ、Ｒｍ×ｎ和Ｉ分别表示ｎ
维实向量集、ｍ×ｎ维实矩阵集和单位矩阵；Ｓｎ＋ 表示
ｎ×ｎ维实对称正定矩阵集；对ｘ∈Ｒｎ，‖ｘ‖表示ｘ的２
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范数，Ｒ［ｘ］ｍ×ｐ和Ｓ［ｘ］ｍ 分别表示关于ｘ的实多项式构
成的ｍ×ｐ维矩阵和ｍ×ｍ 维对称矩阵集；对方阵Ａ，
Ｈｅ（Ａ）＝Ａ＋ＡＴ；Φｓｏｓ（Φ＋ｓｏｓ）表示（正）ＳＯＳ多项式集．
１　问题描述和预备
１．１　系统描述和问题声明
考虑如下一类特定的多项式型非线性系统
ｘ＝Ａ（ｘ１）ｘ＋Ｂ１（ｘ１）ｗ＋Ｂ２（ｘ１）ｕ
ｚ＝Ｃ１（ｘ１）ｘ＋Ｄ１（ｘ１）ｗ＋Ｄ２（ｘ１）ｕ
ｙ＝Ｃ２ｘ＝ｘ１，
烅
烄
烆
， （１）
Ａ（ｘ１）＝
Ａ１１（ｘ１） Ａ１２（ｘ１）
Ａ２１（ｘ１） Ａ２２（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
，
Ｂ１（ｘ１）＝
Ｂ１１（ｘ１）
Ｂ１２（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
，Ｂ２（ｘ１）＝
Ｂ２１（ｘ１）
Ｂ２２（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
，
Ｃ２＝ Ｉ ０［ ］．
其中：ｘ ＝ ［ｘ１　ｘ２］Ｔ ∈ Ｒｎ 是 状 态 向 量，ｘ１ ＝
［ｘ１１　ｘ１２　…　ｘ１ｐ］Ｔ ∈Ｒｐ 和ｘ２∈Ｒｑ分别是ｘ中可
测量和不可测量的子状态；ｕ∈Ｒｍ 是控制输入，ｙ∈Ｒｐ
是测量输出，ｚ∈Ｒｒ 是被控输出，ｗ∈Ｒｌ是外部扰动且
满足∫
∞
０
‖ｗ（ｔ）‖２ｄｔ ＜ ∞；Ａ（ｘ１），Ｂ１（ｘ１），Ｂ２（ｘ１），
Ｃ１（ｘ１），Ｄ１（ｘ１）和Ｄ２（ｘ１）是已知的关于ｘ１ 的多项式
矩阵．
注１　系统（１）具有的结构特征：１）动力学行为
由一个类线性微分方程来描述；２）系数矩阵的元素是
关于可测状态的多项式函数．许多实践和理论研究对
象可以被描述为类似系统（１）的形式，如质量弹簧阻
尼系统［１２］、洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｔｚ）和罗斯勒（Ｒｏｓｓｌｅｒ）混沌
系统［１３］以及各种航天器姿态模型［９］等．
为便于后续讨论，对上述系统，令Ａ１１ｊ（ｘ１）表示
Ａ１１（ｘ１）的第ｊ行，再定义Ｊ＝｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｋ｝为矩阵
［Ａ１２（ｘ１）　Ｂ１１（ｘ１）　Ｂ２１（ｘ１）］中所有零行的对应行
标 构 成 的 集 合，ｘＪ ＝ ｘ１ｊ１ ｘ１ｊ２ … ｘ１ｊｋ［ ］Ｔ，
ＧＪ（ｘ１）＝［ＧＴ１１ｊ１（ｘ１）　ＧＴ１１ｊ２（ｘ１）　…　ＧＴ１１ｊｋ（ｘ１）］Ｔ．
问题１　基于动态观测器的非线性 Ｈ ∞ 控制问
题：针对系统（１），本文中的控制目标是设计一个基于
动态观测器的非线性 Ｈ ∞控制器，使得相应闭环系统
在零平衡点渐近稳定且有Ｌ２ －增益≤γ．
１．２　预备知识
定义１［１４］　考虑系统：
ｘ＝Ａ（ｘ）ｘ＋Ｂ（ｘ）ｗ，
ｚ＝Ｃ（ｘ）ｘ＋Ｄ（ｘ）ｗ，｛ 其初
始条件ｘ（０）＝０．给定标量γ＞０，如果对所有的Ｔ≥０
和ｗ（ｔ）∈Ｌ２［０，Ｔ］，都有
∫
Ｔ
０
‖ｚ（ｔ）‖２ｄｔ≤γ２∫
Ｔ
０
‖ｗ（ｔ）‖２ｄｔ，
则系统的Ｌ２－增益≤γ．
定义２（ＳＯＳ）［１５］　设ｆ（ｘ）是一个关于ｘ∈Ｒｎ 的
多项式，如果存在一组多项式ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，
ｆｍ（ｘ）使得
ｆ（ｘ）＝∑
ｍ
ｉ＝１
ｆ２ｉ（ｘ）， （２）
则称ｆ（ｘ）为ＳＯＳ多项式．
显然，ｆ（ｘ）∈Φｓｏｓ意味着对所有ｘ∈Ｒｎ，都有
ｆ（ｘ）≥０．ＳＯＳ条件（２）也等价于存在一个常数矩阵
Ｑ≥０使得ｆ（ｘ）＝ＺＴ（ｘ）ＱＺ（ｘ），其中Ｚ（ｘ）是由关于
ｘ的单项式构成的适当维列向量．
在本节的最后，给出了后续推导需要用到的两个
引理．
引理１（Ｓｃｈｕｒ补）［１６］　对给定的对称矩阵Ｆ＝
Ｆ１１ Ｆ１２
ＦＴ１２ Ｆ２２
熿
燀
燄
燅
，其中Ｆ１１是ｒ×ｒ维的．以下３个条件是等
价的：
１）Ｆ＜０；２）Ｆ１１＜０，Ｆ２２－ＦＴ１２Ｆ－１１１Ｆ１２＜０；
３）Ｆ２２＜０，Ｆ１１－Ｆ１２Ｆ－１２２ ＦＴ１２＜０．
引理２［８］　设Ｐ（ｘ）∈Ｓ［ｘ］ｍ 对所有ｘ∈Ｒｎ 都是
非奇异的，则有
Ｐ（ｘ）
ｘｉ
＝－Ｐ（ｘ）
Ｐ－１（ｘ）
ｘｉ
Ｐ（ｘ），ｉ＝１，２，…，ｎ．
２　基于动态观测器的状态反馈控制
根据系统（１）的结构特征，可构造其子状态ｘ２ 的
一个动态观测器．首先，由系统（１），有
ｘ２＝Ａ２２（ｘ１）ｘ２＋Ａ２１（ｘ１）ｙ＋Ｂ２２（ｘ１）ｕ，
ｙ－Ａ１１（ｘ１）ｙ－Ｂ２１（ｘ１）ｕ＝Ａ１２（ｘ１）ｘ２．
烅
烄
烆
（３）
令珔ｕ＝Ａ２１（ｘ１）ｙ＋Ｂ２２（ｘ１）ｕ和珔ｙ＝ｙ－Ａ１１（ｘ１）
ｙ－Ｂ２１（ｘ１）ｕ，则上式可改写为
ｘ２＝Ａ２２（ｘ１）ｘ２＋珔ｕ，
珔ｙ＝Ａ１２（ｘ１）ｘ２．
烅
烄
烆
（４）
再将珔ｕ和珔ｙ 分别视为式（４）的输入和输出，则可
构造其动态观测器如下：
ｘ＾
·
２＝Ａ２２（ｘ１）＾ｘ２＋珔ｕ＋ξ，
ｘｄ ＝Ａｄ（ｘ１）ｘｄ ＋Ｂｄ（ｘＪ）ｖ，
ξ＝Ｃｄ（ｘ１）ｘｄ ＋Ｄｄ（ｘＪ）ｖ，
珔ｙ＾＝Ａ１２（ｘ１）＾ｘ２，
ｖ＝珔ｙ－珔ｙ＾．
烅
烄
烆
（５）
·２５２·
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其中，＾ｘ２ 和珔ｙ＾分别是ｘ２ 和珔ｙ的估计值，ｘｄ∈Ｒｑ 表示观
测器增益的状态量，Ａｄ（ｘ１）∈Ｒｑ×ｑ，Ｂｄ（ｘＪ）∈Ｒｑ×ｐ，
Ｃｄ（ｘ１）∈Ｒｑ×ｑ，Ｄｄ（ｘＪ）∈Ｒｑ×ｐ是待设计的观测器参
数矩阵．
将珔ｕ和珔ｙ代入式（５），可得
ｘ＾
·
２＝（Ａ２２（ｘ１）－Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１））＾ｘ２＋
　Ａ２１（ｘ１）ｙ＋Ｂ２２（ｘ１）ｕ＋Ｃｄ（ｘ１）ｘｄ ＋
　Ｄｄ（ｘＪ）（ｙ－Ａ１１（ｘ１）ｙ－Ｂ２１（ｘ１）ｕ），
ｘｄ ＝Ａｄ（ｘ１）ｘｄ ＋Ｂｄ（ｘＪ）（ｙ－Ａ１１（ｘ１）ｙ－
　Ｂ２１（ｘ１）ｕ－Ａ１２（ｘ１）＾ｘ２）． （６）
最后，为消去上式中的导数ｙ，引入辅助变量
ｈ＝＾ｘ２－Ｄｄ（ｘＪ）ｙ，ｈｄ ＝ｘｄ －Ｂｄ（ｘＪ）ｙ． （７）
于是，由式（６）和（７）即可得出系统（１）的降维动
态观测器为
ｈ
·
＝（Ａ２１（ｘ１）－Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１１（ｘ１）－
　∑
ｊ∈Ｊ
Ｄｄ（ｘＪ）
ｘ１ｊ
（Ａ１１ｊ（ｘ１）ｘ１））ｙ＋（Ａ２２（ｘ１）－
　Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１））＾ｘ２＋（Ｂ２２（ｘ１）－
　Ｄｄ（ｘＪ）Ｂ２１（ｘ１））ｕ＋Ｃｄ（ｘ１）ｘｄ，
ｈ
·
ｄ ＝－（Ｂｄ（ｘＪ）Ａ１１（ｘ１）＋∑
ｊ∈Ｊ
Ｂｄ（ｘＪ）
ｘ１ｊ
　（Ａ１１ｊ（ｘ１）ｘ１））ｙ＋Ａｄ（ｘ１）ｘｄ －Ｂｄ（ｘＪ）
　Ａ１２（ｘ１）＾ｘ２－Ｂｄ（ｘＪ）Ｂ２１（ｘ１）ｕ，
ｘ＾２＝ｈ＋Ｄｄ（ｘＪ）ｙ，
ｘｄ ＝ｈｄ ＋Ｂｄ（ｘＪ）ｙ． （８）
注２　定义ｅ＝ｘ２－＾ｘ２，结合式（１）和（５），可知观
测器（８）的设计需确保
ｅ＝（Ａ２２（ｘ１）－Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１））ｅ－
　Ｃｄ（ｘ１）ｘｄ ＋Ｂ１２（ｘ１）ｗ （９）
的零平衡点是渐近稳定的．
注３　如果Ａ（ｘ１），Ｂ２（ｘ１），Ａｄ（ｘ１），Ｂｄ（ｘＪ），
Ｃｄ（ｘ１）和Ｄｄ（ｘＪ）都简化为常数矩阵，则非线性观测
器（８）就简化为连续时间线性时不变系统中的线性降
维动态观测器．换言之，不同于该线性动态观测器，观
测器（８）的参数矩阵均与系统（１）的可测子状态ｘ１ 相
关．在后续讨论中，将解决非线性动态观测器（８）和相
应控制器的求解问题．
基于观测器（８），设计如下状态反馈控制器
ｕ＝Ｋ（ｘ１）＾ｘ， （１０）
其中，＾ｘ＝
ｘ１
ｘ＾２
熿
燀
燄
燅
＝ｘ－Ｑ１ｅ，Ｑ１∶＝
０
Ｉ［］，Ｋ（ｘ１）∈Ｒｍ×ｎ
是待设计的控制器增益矩阵．
由式（５）和珔ｙ＝Ａ１２（ｘ１）ｘ２，易知
ｘｄ ＝Ａｄ（ｘ１）ｘｄ ＋Ｂｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１）ｅ． （１１）
再由式（１）和（９），可得
ｘ＾
·
＝ｘ－Ｑ１ｅ＝Ａ（ｘ１）＾ｘ＋Ｂ２（ｘ１）ｕ＋珚Ｂ１１（ｘ１）ｗ＋
　珚Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１）ｅ＋Ｑ１Ｃｄ（ｘ１）ｘｄ， （１２）
其中，珚Ｂ１１（ｘ１）＝
Ｂ１１（ｘ１）
０［ ］，珚Ｄｄ（ｘＪ）＝ ＩＤｄ（ｘＪ）［ ］．
综上，结合式（９）～（１２），可构成如下闭环系统：
ｘｃｌ＝Ａｃｌ（ｘ１）ｘｃｌ＋Ｂｃｌ（ｘ１）ｗ，
ｚ＝Ｃｃｌ（ｘ１）ｘｃｌ＋Ｄ１（ｘ１）ｗ，｛ （１３）
其中，ｘｃｌ＝
ｘ＾
ｅ
ｘｄ
熿
燀
燄
燅
，Ｂｃｌ（ｘ１）＝
珚Ｂ１１（ｘ１）
Ｂ１２（ｘ１）
０
熿
燀
燄
燅
，
Ａｃｌ（ｘ１）＝
Ａｃｌ１（ｘ１） Ａｃｌ２（ｘ１） Ｑ１Ｃｄ（ｘ１）
０ Ａｃｌ３（ｘ１） －Ｃｄ（ｘ１）
０ Ａｃｌ４（ｘ１） Ａｄ（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
，
Ａｃｌ１（ｘ１）＝Ａ（ｘ１）＋Ｂ２（ｘ１）Ｋ（ｘ１），
Ａｃｌ２（ｘ１）＝珚Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１），
Ａｃｌ４（ｘ１）＝Ｂｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１），
Ａｃｌ３（ｘ１）＝Ａ２２（ｘ１）－Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１），
Ｃｃｌ（ｘ１）＝［Ｃ１（ｘ１）＋
　Ｄ２（ｘ１）Ｋ（ｘ１）　Ｃ１（ｘ１）Ｑ１　０］．
　　对于系统（１），基于动态观测器的非线性Ｈ ∞控制
问题具体是指设计降维动态观测器（８）和状态反馈控
制器（１０），使得相应闭环系统（１３）的零平衡点是渐近
稳定的且有Ｌ２－增益≤γ．
根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，可先建立上述系统
的一个Ｈ ∞性能准则．
定理１　给定常数γ＞０，如果存在对ｘＪ 一阶微
分连续的Ｐ（ｘＪ）∈Ｓｎ＋２ｑ＋ ，使得
Ｈｅ（Ｐ（ｘＪ）Ａｃｌ（ｘ１））＋
　∑
ｊ∈Ｊ
Ｐ（ｘＪ）
ｘ１ｊ
（Ａ１１ｊ（ｘ１）ｘ１） ＊ ＊
ＢＴｃｌ（ｘ１）Ｐ（ｘＪ） －γ２Ｉ ＊
Ｃｃｌ（ｘ１） Ｄ１（ｘ１） －Ｉ
熿
燀
燄
燅
＜
　０， （１４）
则闭环系统（１１）在零平衡点渐近稳定且Ｌ２ －增益≤γ．
证明　类似文献［８］中思路，可选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数Ｖ（ｘｃｌ）＝ｘＴｃｌＰ（ｘＪ）ｘｃｌ，显然有Ｖ（ｘｃｌ）＞０．
对系统（１３），又有
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Ｖ（ｘｃｌ）＋ｚＴｚ－γ２　ｗＴｗ＝
ｘｃｌ
ｗ［ ］
Ｔ
烄
烆
Ｈｅ（Ｐ（ｘＪ）Ａｃｌ（ｘ１））＋
∑
ｊ∈Ｊ
Ｐ（ｘＪ）
ｘ１ｊ
（Ａ１１ｊ（ｘ１）ｘ１） ＊
ＢＴｃｌ（ｘ１）Ｐ（ｘＪ） －γ２Ｉ
熿
燀
燄
燅
＋
ＣＴｃｌ（ｘ１）Ｃｃｌ（ｘ１） ＊
ＤＴ１（ｘ１）Ｃｃｌ（ｘ１） ＤＴ１（ｘ１）Ｄ１（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
烌
烎
ｘｃｌ
ｗ［ ］．
再根据Ｓｃｈｕｒ补引理，由式（１４）成立，可知
Ｖ（ｘｃｌ）＋ｚＴｚ－γ２　ｗＴｗ＜０． （１５）
这意味着当ｗ＝０时，Ｖ（ｘｃｌ）＜０，故闭环系统（１３）在
零平衡点渐近稳定．最后，对式（１５）从ｔ＝０到ｔ＝Ｔ 进
行积分，可得
－∫
Ｔ
０
（‖ｚ（ｔ）‖２－γ２‖ｗ（ｔ）‖２）ｄｔ≥
　Ｖ（ｘｃｌ（Ｔ））－Ｖ（ｘｃｌ（０））≥０．
由定义１，又知该系统的Ｌ２ －增益≤γ．
在定理 １ 的基础上，采用 ＳＯＳ 理论，并限定
Ｐ（ｘＪ），Ａｄ（ｘ１），Ｂｄ（ｘＪ），Ｃｄ（ｘ１）和Ｄｄ（ｘＪ）均为多项
式矩阵，可得出该基于动态观测器的非线性 Ｈ ∞控制
问题的一个可解性条件．
定理２　考虑系统（１），对于给定的δ（ｘ１）∈Φ＋ｓｏｓ，
常数γ＞０和τｉ＞０（ｉ＝１，２，３，４），若存在Ｘ１（ｘＪ）∈
Ｓ［ｘＪ］ｎ，Ａｃ（ｘ１）∈Ｒ［ｘ１］ｑ×ｑ，Ｂｃ（ｘＪ）∈Ｒ［ｘＪ］ｑ×ｐ，
Ｃｃ（ｘ１）∈Ｒ［ｘ１］ｑ×ｑ，Ｄｃ（ｘＪ）∈Ｒ［ｘＪ］ｑ×ｐ，Ｙ（ｘ１）∈
Ｒ［ｘ１］ｍ×ｎ，常数矩阵Ｐ１１∈Ｓｑ 和Ｍ１１∈Ｓｑ，使得下列
条件（１６）～（２０）成立，则该基于动态观测器的非线性
Ｈ∞控制问题可解．
ｖＴ１（Ｐ１１－τ１Ｉ）ｖ１ ∈Φｓｏｓ， （１６）
ｖＴ２（Ｍ１１－τ２Ｉ）ｖ２ ∈Φｓｏｓ， （１７）
ｖＴ３（Ｘ１（ｘＪ）－τ３Ｉ）ｖ３ ∈Φｓｏｓ， （１８）
ｖＴ４
Ｍ１１ ＊
Ｉ　 Ｐ１１
熿
燀
燄
燅
－τ４Ｉ
烄
烆
烌
烎
ｖ４∈Φｓｏｓ， （１９）
－ｖＴ５（Ξ（ｘ１）＋δ（ｘ１）Ｉ）ｖ５∈Φｓｏｓ， （２０）
其中，ｖ１∈Ｒｑ，ｖ２∈Ｒｑ，ｖ３∈Ｒｎ，ｖ４∈Ｒ２ｑ，ｖ５∈Ｒｎ＋２ｑ＋ｒ＋ｌ，
Ξ（ｘ１）＝
珚Ξ１（ｘ１） ＊ ＊
珚Ξ２（ｘ１） －γ２Ｉ ＊
珚Ξ３（ｘ１） Ｄ１（ｘ１） －Ｉ
熿
燀
燄
燅
，
珚Ξ１（ｘ１）：＝
Ξ１（ｘ１） ＊ ＊
Ξ２（ｘ１） Ξ３（ｘ１） ＊
Ξ４（ｘ１） Ξ５（ｘ１） Ξ６（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
，
珚Ξ２（ｘ１）：＝ 珚ＢＴ１１（ｘ１） ＢＴ１２（ｘ１） ＢＴ１２（ｘ１）Ｐ１１［ ］，
珔Ξ３（ｘ１）：＝ Ξ７（ｘ１）Ｃ１（ｘ１）Ｑ１Ｍ１１ Ｃ１（ｘ１）Ｑ１［ ］，
Ξ１（ｘ１）∶＝Ｈｅ（Ａ（ｘ１）Ｘ１（ｘＪ）＋Ｂ２（ｘ１）Ｙ（ｘ１））－
　∑
ｊ∈Ｊ
Ｘ１（ｘＪ）
ｘ１ｊ
（Ａ１１ｊ（ｘ１）ｘ１），
Ξ２（ｘ１）∶＝
Ａ１２（ｘ１）Ｍ１１
－Ｃｃ（ｘ１）
熿
燀
燄
燅
Ｔ
，
Ξ３（ｘ１）∶＝Ｈｅ（Ａ２２（ｘ１）Ｍ１１＋Ｃｃ（ｘ１）），
Ξ４（ｘ１）∶＝ＡＴ１２（ｘ１）
Ｉ
Ｄｃ（ｘＪ）［ ］
Ｔ
，
Ξ５（ｘ１）∶＝Ａｃ（ｘ１）＋ＡＴ２２（ｘ１）－
　（Ｄｃ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１））Ｔ，
Ξ６（ｘ１）∶＝Ｈｅ（Ｐ１１Ａ２２（ｘ１）＋Ｂｃ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１）），
Ξ７（ｘ１）∶＝Ｃ１（ｘ１）Ｘ１（ｘＪ）＋Ｄ２（ｘ１）Ｙ（ｘ１）．
此时，控制器增益矩阵及观测器参数矩阵分别为
Ｋ（ｘ１）＝Ｙ（ｘ１）Ｘ－１１ （ｘＪ），
Ｄｄ（ｘＪ）＝Ｄｃ（ｘＪ），
Ｃｄ（ｘ１）＝－（Ｃｃ（ｘ１）＋Ｄｄ（ｘＪ）
　Ａ１２（ｘ１）Ｍ１１）（ＭＴ１２）－１，
Ｂｄ（ｘＪ）＝Ｐ－１１２（Ｂｃ（ｘＪ）＋Ｐ１１Ｄｄ（ｘＪ）），
Ａｄ（ｘ１）＝Ｐ－１１２（Ａｃ（ｘ１）－Ｐ１１（Ａ２２（ｘ１）－
　Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１））Ｍ１１－Ｐ１２Ｂｄ（ｘＪ）
　Ａ１２（ｘ１）Ｍ１１＋Ｐ１１Ｃｄ（ｘ１）ＭＴ１２）（ＭＴ１２）－１，（２１）
其中，Ｐ１２和Ｍ１２是可逆矩阵且满足
Ｐ１２ＭＴ１２＝Ｉ－Ｐ１１Ｍ１１． （２２）
证明　根据定义２，由条件（１６）～（２０）成立，可知
Ｐ１１ ＞０，Ｍ１１ ＞０，Ｘ１（ｘＪ）＞０，
Ｍ１１ ＊
Ｉ　 Ｐ１１
熿
燀
燄
燅
＞０，Ξ（ｘ１）＜０． （２３）
为证明此定理，先令Ｐ（ｘＪ）＝
Ｐ１（ｘＪ） ０
０ Ｐ２
熿
燀
燄
燅
＞０，
Ｘ１（ｘＪ）＝Ｐ－１１ （ｘＪ），并将Ｐ２ 和 Ｍ＝Ｐ－１２ 进行以下
分块：
Ｐ２＝
Ｐ１１ Ｐ１２
ＰＴ１２ Ｐ２２
熿
燀
燄
燅
，Ｍ＝
Ｍ１１ Ｍ１２
ＭＴ１２ Ｍ２２
熿
燀
燄
燅
．
接着，借鉴线性时不变系统中变量替换法的设计
思想［１６］，由Ｐ２Ｍ＝Ｉ，有Ｐ２
Ｍ１１
ＭＴ１２
熿
燀
燄
燅
＝
Ｉ
０［］，据此，进一
步定义
Ｒ１＝
Ｍ１１ Ｉ
ＭＴ１２ ０
熿
燀
燄
燅
，Ｒ２＝Ｐ２Ｒ１＝
Ｉ　Ｐ１１
０ ＰＴ１２
熿
燀
燄
燅
． （２４）
由式（２４），易知Ｐ２＞０等价于
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ＲＴ１Ｐ２Ｒ１＝ＲＴ１Ｒ２＝
Ｍ１１ ＊
Ｉ　 Ｐ１１
熿
燀
燄
燅
＞０．
最后，由引理２，将上述Ｐ（ｘＪ）代入式（１４），并对
该式分别左乘ｄｉａｇ　Ｘ１（ｘＪ），（ ＲＴ１，Ｉ）和右乘其转置，
再令
Ｙ（ｘ１）＝Ｋ（ｘ１）Ｘ１（ｘＪ），
Ａｃ（ｘ１）＝Ｐ１１（Ａ２２（ｘ１）－Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１））Ｍ１１－
　Ｐ１１Ｃｄ（ｘ１）ＭＴ１２＋Ｐ１２Ｂｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１）Ｍ１１＋
　Ｐ１２Ａｄ（ｘ１）ＭＴ１２，
Ｂｃ（ｘＪ）＝－Ｐ１１Ｄｄ（ｘＪ）＋Ｐ１２Ｂｄ（ｘＪ），
Ｃｃ（ｘ１）＝－Ｃｄ（ｘ１）ＭＴ１２－Ｄｄ（ｘＪ）Ａ１２（ｘ１）Ｍ１１，
Ｄｃ（ｘＪ）＝Ｄｄ（ｘＪ），
就可得出Ξ（ｘ１）＜０．
综上所述，条件（２３）是式（１４）成立的一个充分条
件．根据定理１，可知该基于动态观测器的非线性Ｈ ∞
控制问题可解，且相应控制器和观测器的增益能通过
式（２１）来构造．
注４　在定理２中，Ｘ１（ｘＪ）所有元素的最高阶数
应为偶数，这是式（１８）成立的前提条件．
注５　由于一个多项式是ＳＯＳ只能说明其非负
性，故上述定理中引入δ（ｘ１）∈Φ＋ｓｏｓ及常数τｉ＞０（ｉ＝
１，２，３，４）是为了实现对应目标矩阵的正定性．例如：当
条件（１６）成立，有ｖＴ１（Ｐ１１－τ１Ｉ）ｖ１≥０，故Ｐ１１≥τ１Ｉ
＞０．
注６　对于式（２１），在求出Ｐ１１和 Ｍ１１之后，可以
通过矩阵Ｉ－Ｐ１１Ｍ１１的奇异值分解来得到可逆矩阵
Ｐ１２和Ｍ１２．
注７　如果系统（１）的系数矩阵和观测器（８）的参
数矩阵都简化为常数矩阵，那么ＳＯＳ限制条件（１６）～
（２０）就简化为基于线性动态观测器的状态反馈控制
器ｕ＝Ｋ＾ｘ的线性矩阵不等式（ＬＭＩ）求解条件，其在线
性控制领域已有相关的研究工作［１，３，６－７］．也就是说，定
理２将该线性控制设计理论延伸并推广应用于一类
更一般的多项式系统．
３　数值仿真
为验证所得非线性Ｈ ∞控制设计方法的可行性和
有效性，针对质量弹簧阻尼系统，采用 ＭＡＴＬＡＢ／
ＳＯＳＴＯＯＬＳ［８］进行控制设计求解，并给出相应的仿真
效果图和分析结论．
以文献［１２］中的非线性质量弹簧阻尼系统（如图
１所示）为仿真对象，其动力学方程为：
ｍ¨ｑ＋ｇ（ｑ，ｑ）＋ｆ（ｑ）＝ｈ（ｑ）ｕ．
其中，ｍ 是质量，ｕ是控制力矩，ｆ（ｑ）表示非线性弹簧
项，ｇ（ｑ，ｑ）是阻尼项，ｈ（ｑ）是与输入通道有关的非线
性项．
图１　质量弹簧阻尼系统
Ｆｉｇ．１ Ｍａｓｓ－ｓｐｒｉｎｇ－ｄａｍｐｅｒ　ｓｙｓｔｅｍ
选取参数ｍ＝１，ｇ（ｑ，ｑ）＝ｃ１ｑ，ｆ（ｑ）＝ｃ２ｑ＋
ｃ３ｑ３，ｈ（ｑ）＝１＋ｃ４ｑ２，ｃ１＝１，ｃ２＝０．０１，ｃ３＝０．１和
ｃ４＝０．１３．定义ｘ１＝ｑ和ｘ２＝ｑ，假设ｘ２ 不可测量并
考虑环境干扰因素，则该质量弹簧阻尼系统相应的状
态空间描述可表示为
ｘ１
ｘ２
熿
燀
燄
燅
＝
０ １
－０．０１－０．１ｘ２１ －１
熿
燀
燄
燅
ｘ１
ｘ２
熿
燀
燄
燅
＋
　
０
０．８［ ］ｗ＋ ０１＋０．１３ｘ２１熿燀 燄燅ｕ，
ｚ１
ｚ２
熿
燀
燄
燅
＝
０．６　０．３
０ ０［ ］ｘ１ｘ２熿燀 燄燅＋ ０１［］ｕ，
ｙ＝ｘ１．
烅
烄
烆
（２５）
对上述系统，Ｊ＝，故Ｘ（ｘＪ），Ｂｃ（ｘＪ）和Ｄｃ（ｘＪ）
为常数矩阵．设定Ａｃ（ｘ１）、Ｃｃ（ｘ１）和Ｙ（ｘ１）的最高阶
为２阶，并给定仿真参数γ＝０．９，δ（ｘ１）＝１０－５，τｉ＝
０．１（ｉ＝１，２，３，４）．根据定理２，系统（２５）的基于降维动
态观测器的非线性Ｈ ∞控制问题可解，所得结果具体
如下：
控制器增益矩阵为
Ｋ（ｘ１）＝
　
－０．７０７　７ｘ２１＋１．６９９　９×１０－７　ｘ１－３．７０３　７
－０．７８９　９ｘ２１＋１．８９７　４×１０－７　ｘ１－３．７１８　５
熿
燀
燄
燅
Ｔ
．
观测器参数矩阵为
Ａｄ（ｘ１）＝－２．１６３　９ｘ２１＋４．０２８　２×１０－６　ｘ１－
　６．２５１　０，
Ｂｄ（ｘＪ）＝１３．４０７　１，
Ｃｄ（ｘ１）＝０．２８９　８ｘ２１－６．７４８　３×１０－７　ｘ１＋
　０．８５０　９，
Ｄｄ（ｘＪ）＝－０．７８９　６．
取状态初始值ｘｃｌ０＝ １ －１　０．５ ０［ ］Ｔ，给出下
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列３种不同情形的仿真结果（相应闭环系统响应曲线
如图２～４所示，控制输入和外部干扰曲线分别如图５
和６所示）：
（ｉ）标称系统（ｎｏｍｉｎａｌ　ｓｙｓｔｅｍ，ＮＳ）：ｗ＝０；
（ｉ）受扰系统１（ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ　ｓｙｓｔｅｍ　１，ＤＳ１）：
ｗ＝
－０．５ｓｉｎ（ｔ＋０．２），　０＜ｔ≤５，
０，　ｔ＞５；｛
（ｉｉ）受扰系统２（ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ　ｓｙｓｔｅｍ　２，ＤＳ２）：
ｗ＝
　
－ｓｉｎ（０．１ｔ）＋０．１ｃｏｓ（２ｔ）－０．２，０＜ｔ≤３，
０，　ｔ＞３．｛
图２　ｘ１ 的时间响应曲线
Ｆｉｇ．２ Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ　ｏｆ　ｘ１
图３　＾ｘ２ 和ｘ２ 的时间响应曲线
Ｆｉｇ．３ Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ　ｏｆ＾ｘ２ａｎｄ　ｘ２
从图６可见２种不同的受扰情况．在图２中，通过
对比不可测状态ｘ２ 和其估计值ｘ＾２ 的时间响应曲线，
可知所得非线性动态观测器对ｘ２ 有着较好的观测效
果．从图２～５可看出，３种不同情形下（ＮＳ、ＤＳ１、ＤＳ２）
下的闭环系统在零平衡点都渐近稳定，且随着时间的
图４　ｘｄ 的时间响应曲线
Ｆｉｇ．４ Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ　ｏｆ　ｘｄ
图５　控制输入ｕ曲线
Ｆｉｇ．５ Ｃｏｎｔｒｏｌ　ｉｎｐｕｔｕ
图６　外部干扰ｗ 曲线
Ｆｉｇ．６ Ｅｘｔｅｒｎａｌ　ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓ　ｗ
增长，外部扰动对系统产生的影响逐渐消失．在８ｓ左
右，受外部干扰影响的系统行为与标称系统保持一
致，表明所得控制器能较好地抑制外部扰动．
４　结　论
借鉴线性动态观测器形式和变量替换法研究思
路，本 文 中 针 对 一 类 特 定 的 多 项 式 系 统，采 用
Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论结合ＳＯＳ方法，给出一种基于
动态观测器的非线性 Ｈ ∞控制设计方法．该方法可借
助有效凸优化算法进行检验，在一定程度上解决了非
线性系统的计算困难，且相应控制器仅是关于系统状
态的多项式或有理式函数，易于工程实现．仿真结果表
明，所得控制器能保证相应闭环系统在零平衡点渐近
稳定，且对外部扰动具有较强抑制能力．当然，考虑到
工程实际系统往往存在着各种不确定性，可在本文工
·６５２·
第２期 周燕茹等：基于降维动态观测器的一类多项式系统的非线性Ｈ∞控制
ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ
作基础上进一步研究基于动态观测器的非线性鲁棒
控制问题．
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